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Boules à gogo & spin-statistique



0.Intro : boule et théorème

1.Les boules spinorielles

• Espace des rotations 3D et des spineurs
• Lire la boule 
• Couverture Double / « détecteur d’homotopie » / Axe propre 
• Les boules de spin 1 et 3/2

2.Spin-statistique

• Etat des lieux
• Cas « semi-classique »
• 2 particules de spin 1/2

Boules à gogo & spin-statistique
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0. Intro: la boule spinorielle, une gyroBalle LED
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The controller board is connected to the gyroscope via its 4 pins :
• Power
• Ground
• SCA pin 3
• SCL pin 2

And to the LED Strip via
• Power
• Ground
• Data pin 12

(Here an additionnal featherwing Proto board is 
receiving the LED strip connector )



0. Intro: la boule spinorielle, une gyroBalle LED
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✔ Charge connector and power switch

✔ Visible cartesian reference frame

✔ Easy Build  : without soldering

✔ Easy Print : 2 hemispherical 
frames only + Internal support

Version 2
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http://www.spinorialball.com/


0. Intro: théorème spin-statistique
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0. Intro: théorème spin-statistique & rotation
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1986 : Dirac Memorial lecture by Feynam
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1. Les boules spinorielles : visualisation de SO(3)
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1. Les boules spinorielles : SO(3) de groupe fondamental Z / 2Z

Boucle non contractible Boucle contractible
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1. Les boules spinorielles : spineurs et SU(2)
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1. Les boules spinorielles : visualisation de SU(2)
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1. Les boules spinorielles : visualisation de SU(2)
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1. Les boules spinorielles : visualisation de SU(2)

Dilatation X2
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1. SO(3) et SU(2) : projection de SU(2) vers SO(3)

On projette un spineurs  :

• Sur lui-même s’il est dans la boule de rayon pi, cad sur la 
rotation R

• Sur son opposé s’il est à l’extérieur, cad toujours sur R

• Si les 2 spineurs sont sur la sphère, on projette s sur la 
rotation correspondant aux 2 points antipodaux 
identifiés de la sphère de rayon PI
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1. SO(3) et SU(2) : homomorphisme de SU(2) vers SO(3)

P définit un homomorphisme ( à calculer …)
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1. SO(3) et SU(2) : relèvement de chemin

P n’est pas globalement inversible, mais localement 
oui

Si on choisit un des antécédents s de R, on peut 
suivre s par continuité quand R varie. (Inversion 
loclae)

Un chemin dans SO(3) se relève en un chemin dans 
SU(2)

Fibration triviale Fibration triviale
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1. Les boules spinorielles : lecture de la boule

Comment se transforme un spineur sous l’effet d’une rotation  ?
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1. Les boules spinorielles : couverture double

• A toute position dans l’espace des rotations sont 
associés 2 spineurs opposés

• A tout spineur on associe une seule rotation

• En parcourant SO(3), on parcourt l’espace des 
spineurs SU(2)
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1. Les boules spinorielles : détecteur d’homotopie

On effectue une boucle dans SO(3)

• Si le spineur revient à son état initial, la boucle de SO(3) est contractible

• Si le spineur devient son opposé, la boucle est non contractible

1 tour selon n’importe quel axe 
🡪 Changement de signe
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1. Les boules spinorielles : axe propre

L’aze propre (OM)  s’obtient en appliquant la rotation au vecteur initial u
z

Toute rotation autour de l’axe 
propre  modifie uniquement la 
phase globale du spineur.

(fibre de Hopf)
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1. Les boules spinorielles : spin 1

� Comment se transforme une fonction d’onde à 3 
états sous l’effet d’une rotation

� Retourne à l’état initial après n’importe quelle boucle

3 couleurs
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1. Les boules spinorielles : spin 1 - Validation

½ tour selon 
n’importe quel axe 

( sauf Oz pour lequel rien 
ne bouge, cf. état |m=0> )
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1. Les boules spinorielles : spin 3/2

1 tour selon n’importe quel axe 
🡪 Changement de signe

� Comment se transforme une fonction d’onde à 3 états sous l’effet d’une rotation

� Boucle non contractible -> changement de signe

4 couleurs
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2. Cas semi-classique: 2 particules ponctuelle discernables

Differentes
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2. Cas semi-classique: 2 particules ponctuelles identiques
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2. Cas semi-classique: Espace de configuration

Equivaut à identifier les couples (M,N) et N,M)

(M,N) 🡪 { M, N } 
(N,M) 🡪 { M, N }

dans E espace quotient
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2. Cas semi-classique: Evolution d’une particule

Un échange est une boucle non contractible de ʎ

• Dans l’espace de configuration E où on a 
identifié (M, N) et (N, M)

• Car cela correspond à un chemin qui 
échangerait 2 particules discernables
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2. Cas semi-classique: Evolution d’une particule

Or on sait qu’un spin demi entier prend un signe 
-1  quand il varie suivant un paramètre  ʎ qui 
effectue une boucle non contractible dans SO(3)

Pour un spin entier, pas de signe (-1)

Donc pour un spin demi entier

Donc pour un spin entier
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« Les 2 particules de spin 
demi-entier ne peuvent être 
au même endroit »

Imaginons que l’objet « barre 
rouge-rouge » soit décrit  par 
une fonction d’onde de spin 
demi-entier

2. Cas semi-classique: à l’origine
 (« Pauli »)

!! Bivaluation en 0 ? ?
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???


